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Fondements méthodologiques
Introduction

Pourquoi ?
Pourquoi I'analyse asymptotique ?
A+ Be=0
lere Approximation : A= Ag =10 Probleme ?
Zéro asymptotique # Zéro numérique
2eme Approximation : B =0

Saufsi?
A(e) et B(e)

Hypothéses

n
A analytique, A, = Z Ape”
n=0

n
B analytique, B, = Z B.e"
n=0

Conclusion : Vn>1, A, +B,_1 =0
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Introduction
Problémes

Problemes asymptotiques.
L:[op(x,e)] =0

Lo[¢o(x)] =0
I — ¢ol| < 1
norme de la convergence uniforme :

Maxp|p: — ¢o| < Kd(e)

limd(e) =0

e—0
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Exemple
L'oscillateur linéaire
d2y*
dt*Z

dy*
dt*

m

+ 8

+ky*=0

Conditions initiales t* =0 :

dy*
*(0) = m = ||
y*(0)=0 der (0) =1Io

Trois raisons pour simplifier

@ Simplifier I'étude mathématique
@ Condenser les résultats

© Esquisser une théorie des maquettes
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Adimensionnalisation

Adimensionnglisation

t*
Soit:y:yTett:?
m d?y B dy

= 7 =0
kT2de2 T kTdr

Conditions initiales t = 0 :

. dy _I()T
f—>T:m—L
I
P ol lo d

ml2k dt2 ' mLk dt

d
avec y(0)=0 et d—};(O) =1

/ /
0 etL:@

v mk mk

2 choix possibles : L =
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Adimensionnalisation

Blo 13 b B
— < L= E= ——
mLk — ml2k v mk 2/ mk
d?y dy
Eg[y(t,€)] d72+2EE y:O
Probléme réduit a2y,
0
Lolyo(t)] = gz tr= 0
Blo 12 Blo mk
~0 =29 _ "
P mk ST @
d?y d
Lely(te)l = e+ 55 +y =0
Probleme réduit dyo
Lolyo(t)] = -+ =0

6/49
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Problémes réguliers

Les probléemes réguliers

d d
— +2—+y=0 avec y(0)=0 et —y(O):l

d2)/0 dyo
1.0 S = —_— — ]_
0(0) a2 +y0=0 avec yp(0) =0 et 4 (0)
d2y1 dyO dyl
.0 = —27 = — =
1) Gz tn g 2veen(0)=0 et -—5(0)

Yo = sin(t) et y1 = —tsin(t)
y=(1—¢et)sin(t)+...

y(t,e) = \/% sin(t)vV1—e?
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Problémes singuliers

Les problemes singuliers
Modele de Friedrichs

d’y dy
L:y(x,e)] = el h 0

avec  y(0)=0 et y(1)=1

et O<axl1 0<x<x1
_dyo
Lolyo(x)] = Ix =0
yo=ax+A
l—e ¢
y(x.€) = ax + (1 - a)—
l—e ¢

x > 0, y=ax+1l—a+...

lim y(x,e) =yo(x) =ax+1—a
e—0
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Problémes singuliers

solution

exacte

Remarque étonnante

0
0 1
,\ lim Yo(X) = li —1-
Xl—r>noo 0( ) xgnoyo(x) a
X = i Lagerstrom, Cole, Van Dyke, Eckhaus
9

1—eX

y(x,e) = aeX+(1— 3)17_l
— e =

b s) = 600 = 10 (1
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Méthodes
MDAR

Méthode des Développements Asymptotiques Raccordés (MDAR)
Ya(Xas€) = y(x,¢)

d?v, dy,
gl—2 ax2 + 5_‘3‘@ =a avec X, = —

a:1 Xa:X YO(:Y

ey Ay
ax2 Tax "~ °
d’Y, dY,

dx2+ﬂ_0

Yo(X) = A(1-e¥)

10/49
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Zone de recouvrement

XBZE% 0<B<1

vox)=1-a+aPXg=1-a+...
Xs
Yo(X)=A|1— ——— || =A+...
o(X) { eXp( 51—5)]

Yapp = yo(x)+ Yo(X)—(1—a)=ax+(1—a) (1 _ e—X)

1

11/49
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MASC

Méthode des Approximations Successives Complémentaire (MASC)
ya1 = yo(x) + Y5 (X)

d’y, d 1[d?Yr dyy 1 [d?yy dyg
R e e B b

a2 dx TZlaxe Tax | T | axe T ax
YoX = A+ Be ¥

1
Yo(0)=a—1let Yy (5):0

1

e s —e X

B0 =01-9" 5

YiX=(a—1)e %

Yapp = Ya1 = ax + (1 — a) (1 _ e—x)

12 /49
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Echelles multiples

La Méthode des échelles multiples
y(x,e) = Y(x, X,¢)

%Y oY %Y 9y ,02Y
tel2u— + =

—_— = — =0
+ + a 56X2

ox2 " aX OXOx = Ox

1
avec 0<x<1, O<X<g

Y(x,X,¢) = Yo(x, X) + eYa(x, X) +

2Yo 0%
0X? oX

=0  Y(0,0)=0et Yp(1,00) =1

Yo(x, X) = A(x) + B(x)e ™
A(0) + B(0) = 0 et A(1) =1

13 /49



Fondements méthodologiques
Méthodes
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O(1)

%Y, ovi %Yy Y

oxz Tox T (28X8x+8x
2
PV, OV dA dB
X2 1 aX dx = dx

Yi(x,X) = C(x) + D(x)e X + X (a - dA) dBXe X
dx dx

“chaque terme du second ordre ne puisse étre plus singulier qu'un
terme du premier ordre”
a— % =0 et @ =
dx " dx
Ax)=ax+1—a e, B(x)=a-1
Yo(x, X) = ax + (1 a) (1-e7¥)

14 /49
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Poincaré-Lighthill

La Méthode de Poincaré-Lighthill (PLK)
Strained coordinates method dite “méthode PL"

d
ﬁgy:(x—l—ay)%—i-yzo

avec y(1)=1 pour 0<x<1

x+ey=0

solution exacte

15 /49
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Poincaré-Lighthill

Solution exacte

y(x,€) = yo(s) + ey1(s) +%ya(s) + ...

avec  x(s,e) = s +exi(s) +e2x%(s) + ...
d
sf%—yo: et y(s=1)=1
1
)/0(5)—;
dn _dyo<st1_X_ )
ds "M T ds "as 0
d 1 dX1
aeo = (g —2)

16 /49
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Poincaré-Lighthill

A 1 1
S)=—— = |x1(s)+ —
n(s) =2 = 5 pals) + o
“les approximations d'ordre supérieur ne doivent pas étre plus

singuliéres que la premiére approximation”

: [xl(s) + 215] ~ B(s)
B(s)=A
x1(s) = As — %
x1(s) = % <5 - i)
y(x,e) = % +
x(s,s)zs—ki(s—i) +

17 /49
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Méthodes
Groupe de renormalisation

La Méthode du groupe de renormalisation

Lyt = T ey =0
DA “naif "
y(t,e) = Ao[l —e(t —to)] + ...
Ao = [1 +ca(to, )] A1)
y =A(p)[l+ea(to,pn) —e(t —p) —e(p — to)] + - ..
a=pu—to
y(t,e) = Ap)[L —e(t —p)l + ...

18 /49
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Méthodes
Groupe de renormalisation

critére de renormalisation

dy
A
op
%-l-eA:O
du
p=t

19 /49
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Les fonctions d'ordre

Les développements asymptotiques

Les fonctions d'ordre.
de)e E 0<e<eg
lim 6(¢) existe au sens large
e—0
V51 S E,V52 S E,5152 cE
e" [1+sin?(1/e)| ¢ E

Notation de Hardy : e—=0
01 = 0 é borné
62
)
51 < 52 ! —0
02
.01
01 ~ 0 Elm)g =
01 = o A=

20 /49
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Les fonctions d'ordre

- 9 9
1+¢ T l+4e 1+4¢
R((Sl,(sg) . 51 %52 ou 51 j(SQ

R réflexive, transitive et antisymétrique : ordre total

I

Ezjz’:‘ 2 <e e =X

Contre-exemple :

bh=e  b5=c|l+sin’(1/e)]
6120 =20 6 #

Notation de Landau : o(x,e); D x (0 < e <eg)
¢ =0(9) K el < Ko
_ el
= 0() limy 5 =0
_ im L2
v = Os(9) 3K : lim =K

sin (i) = (9(1)6—>0 ’

21 /49
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Les fonctions d'ordre

el = Maxp|e|
o = exp (—’;) D = [0,1]

lell = Os(1)

Il =/ [ w2ax
D

¢ = Os(Ve)
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DA généralisé

Développements Asymptotiques (DA)

m

p(x,€) = Y _ dn(e)@n(x,€) + 0[om(e)]

n=1

0, suite asymptotique

Vn, Opy1 <0n etou ¢, =0s(1)

23 /49
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[DAréguler |
p(x,€) = Y dn(e)n(x) + O[dm(e)]
n=1

EMp =" 64(e)pn(x)
n=1

o(x,€) = EMep + 0[5m(e)]

Processus constructif

Yh < m
- o(x,€) = S0y Gie)pi(x)
lim ey = ppt1(x)

24 /49
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Quelques exemples

o(x,e) = (1 — 1i€x>1

o(x,e) =1+ Z In(e)x" + 0[dm(e)]
n=1

m
Avec dp(e) = ILH = p(x,e) =1+ Z e"x(x — 1)1 + o[e™]
n=1

4 4
sin(2e) = 2 — 553 4 Eef’ + O(e")

sin(2¢) = 2tan(e) — 2tan3(e) — 2tan®(e) + O(e")

€ 756 € g
in(2e) =6 _ 9 7
sin(2¢) = 6352~ 5 <3+252> +0()
= €
3422

25 /49
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Convergence et précision

Développement de Taylor

o(e) = p(0) +e¢’(0) + ... +¢

Séries divergentes : Hardy 1949

S=1+4+2+448+... 42"+ ...
2§=5-1 S=-1

Génie ou ignorance ? Euler

1

1—x

f(x) =

F(x) =14 x+x24+... +x"+...

26 /49
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Les développements asymptotiques
Série asymptotique convergente

Série asymptotique convergente
2 m
X X
e =1+x+—=—4+...+—+...
2 m!
convergente  Vx

DA voisinage de x =0

f()-Erfc( >—1—/
Erfc (i) =1- \QFZ 2n+1)r3'52”+1

1 _1 > 1 .ox(2n-1
€ Vi3 = 2n

Premier terme €

®

_ L. _8
= 100 précision O(107°)

27 /49
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Les développements asymptotiques
Série asymptotique convergente

Attention
Fonction modele

f(x,e) =Vx+e¢
f(x,e) = vx +0o(1)

df 1

dx ~ 2yx+te

dfy 1
dix—m aVQCﬂ)—\/}?

28 /49
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MDAR et MASC
Méthode des Développements Asymptotiques Raccordés : MDAR
Technique du raccord intermédiaire
Principe de Van Dyke : PVD
Principe Modifié de Van Dyke : PMVD

Approximation Uniformément Valable : AUV

29 /49
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MDAR et MASC
L'opérateur d’expansion

L'opérateur d'expansion
¢(x,€) dans D : [0, 1]
= S 8@k + 0 (3F7)
i=1
Opérateur d'expansion Eé")

('7) ¢) Z 5

o(x.e) = £"6 =0 (68”))
DA de ¢ pour m < n
s = B 10 (37)

30 /49
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Fonctions de jauge

Fonctions de jauge

¢ singuliére

Dyp:0<Ag <x<1

()

Développement extérieur
domaine extérieur Dy
X : variable extérieure.

31/49
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MDAR et MASC
Exercice préliminaire

Un exercice préliminaire

_2 . (_X) o[ VL%
V1 —4e P 2¢e 2¢e x

o(x.€) = £ + ofe)
Eéz)(;ﬁ =e “4ee ¥ (2—x)

Processus limite extérieur

“x fixé, e — 0" Perturbation singuliere ¢(0,e) =0

¢(X’5) =

ENg = e

Variable de couche limite
Variable intérieure

x==
€

82 /49
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Exercice préliminaire

Processus limite intérieur

“X fixé, e = 0"

d(x,¢) = £ + o(e)
EPp=1-e%+e|2-X)-(2+X)e]

5 2 5
! ° ¢ o Développement
extérieur : x
\ ©¢=1)
\2\\* Développement
ta intermédiaire : x5
/ Y
@ A N
N Développement
(J A intérieur : X
1 H @ =2

1+e2-X)=EPEP o= EPEPp=1-x+2e

33 /49
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Approximation significative

Variables locales

O<uvy <1n Opy < Oy

D,:A <x,<B,

d(x.8) = 3 05()e () + o (36™))
i=1
Emg =" 60l (x,)
i=1

o(x.€) — E{Mo = o (55)

34 /49
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Approximation significative

Approximation de ¢ a I'ordre

¢ — E,¢ = 0(3)

EI/E0¢ = El/¢

Eo¢ contient E, ¢
E.¢ contient E, ¢

E.E.0=E0

v =1 significatif

E1¢ n'est pas contenu dans Eg¢

35 /49
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Approximation significative

E Eop = E ¢
et, E,E1¢ = Eu¢
et, E,E0¢p = E, E1¢

Théoreme de Kaplun
théoréme d'extension

VE,¢ de ¢ 3v : E,E ¢ = E, b

36 /49
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Quelques exemples

Multicouche
d(x,€) =1+ x + age VF + me: + age 2
X X _ X
X1 = % X2 = g X3 = ?
EMNg =14 x

EMNg =1+ e
E&NG=1+4a + ae ™

E2(1)¢ =14 a1+ ax+ aze ™

37 /49
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Quelques exemples

Une seule couche ¢(x,e) =1+ x + e =
d(e) =¢"

Ordre 1 Eop =1+ x pour v =0
E,p=1pourO<v<l
Eizp=1+e ™ pourv=1

w<l 1=E,Epp=E,p=1
Eop contient E,¢

pw<l 1=E . E¢=E,p=1
E1¢ contient E, ¢
O<v<l, EEgpp=EEod=1

Hélas, ce serait trop simple!

38 /49
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Quelques exemples

Un logarithme
Propriété contrariante : Vm, In(¢™) = mIn(e)

1 1 _x
¢(X,€):m+me :

1 1
Ordre “TnE) Evp = m pour v =0
E,,(ﬁ:; pour 0 <v <1
vin(e)
=
Eip = LR pour v =1
In(e)
1 1
E.Erp= —— # =E9

In(e) © vin(e)
O<r<l, E Eop # ELE1¢

1
Miracle : E1E0¢ = EOE1(25 = /n(a)

39/49
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Principes du raccord asymptotique

Le Principe de Van Dyke (

1964 : Van Dyke

nm = mn

m) E(”)¢ E(” E(m)¢

bap = Eé% +E(Mg — EME )
EP¢=e +ee7(2 - x)
EPg=(1-e) +e[2-X) - 2+ X)e™¥]

WEM s~ EWEM 1
—X

sp =& =

A\

40 /49
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Principes du raccord asymptotique

EVEP g = EPEMg =1

bap =€ X —e X fee¥(2 - x)

EQEMN = EVEP ¢ =1 - ex

pp=e —e X +¢ [(2 -2+ X)e_X}

EQEP s = EPEP g =142 - X)

pp=e X —e X +e {(2 —x)e X —(2+ X)e_X}

41 /49
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Principes du raccord asymptotique

Le Principe Modifié de Van Dyke (

Ordre donné ¢

E1Eop = EgE1¢

¢ap = Eop + E1¢ — E1Eo9p

42 /49
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Principes du raccord asymptotique

Exemple précédant

1 1«
o(xe) =~ el °
1 1 1
ite: 1, — —, —5
O<(|n5)2> Suite : 1, Ine’ (Ine)?
1
Eodp =1 —
nx
_lt+e™ In xq
b1 = Ine (Ine)?
L Ina @0 W@, _ 2
PVD Ine (In&?)2_E1 Blo7EE qj_lne
PMVD - - M pps o REe= 2 - X
Ine (Ing)2 1RO RO T e (In€)?
¢ap:¢

43 /49
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Réflexions sur le raccord asymptotique

Réflexions sur le raccord asymptotique

p(x,e) =1+e ¢ +e|n§
Eop=1—clne+elnx
Eipg=1+e ™ +elnx

O(—¢ln¢) : Pas de raccord

1—clne = E1Eod # EoErp = 1

“Fortunately, since the two expansions have a common region of
validity, it is easy to construct from them a single uniformly valid
expansion”

44 /49
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Réflexions sur le raccord asymptotique

Modele de Friedrichs

Eoy =yo(x) =ax+1—a
Eiy = Yo(X) = (1-2) (1-¢¥)

1—a

45 /49
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Réflexions sur le raccord asymptotique

Méthode déficitaire

Couche limite corrective MAUV
y=y—y
0(1) Eoy =0

51)7 = El(y — Eoy)
X

46 /49
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Méthode des Approximations successives complémentaires.

Méthode des Approximations successives complémentaires.
On doit supposer la structure d'une AUV et en déduire la méthode
permettant de la construire.

Z() X z: +1/) (X <C:)]
¢ = ¢a+ 0(6,)

AUV : ¢5 = ¢ar + 0(0m)
50 = O(6m)
¢ar(X7X € Zé [901 X) + ”¢,(X)]
ElEog/) = EOEl(b

(/)ap = Eo¢p + E1¢ — E1Eo0p

47 /49
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Méthode des Approximations successives complémentaires.

MASC recommandée

2
L€[¢(x,s)1:(x+5)37f+jﬁ_l_o
px=0)=0 ¢(x=1)=
d? d
LOSDl:XdTSO;_'—%_l:O

¢1 =1+ x+ A1ln(x)
b2 = 1 +P1(X,¢)

48 /49
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Méthode des Approximations successives complémentaires.

2
AL

A1
Loy — —c2L 4 =
Pa= 65+ dx2 T dx

d®yy | dihy
A]_ =0 et, (1+X)W H =0
Y1 = BiIn(1+ X) + By
Blzé B, =-1

n(1+1)

LEQSa = R(X,X,&)

R petit en un certain sens : ||[¢ — ¢, petit

49 /49
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