Ecoulement dans un canal aux parois déformées

— Canal bidimensionnel avec déformations des parois

— Analyse de Smith. Equivalent de la triple couche en écoule-
ment de canal

— Analyse réguliére de Mauss dans le plan («, )
— Modele de couche limite interactive

— Extension avec courbure du canal



Analyse de F.T. Smith
yu =3 hs(7)
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777777 / W 7777,
y=—3+hf(i) =——t—>

FIGURE 29 - Analyse asymptotique réguliére de I'écoulement dans un canal avec des parois
déformées

Ecoulement de base : Poiseuille

1 2
Uy = Z — y
Déformation
hauteur h =-¢
longueur L=¢"% ; a>0
e p-l/r3) . p_ HoH
’ v
[ = R/ (a+3)  — R-1/(a+3) . ﬁ _ R—(a+1)/(a+3)
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Deux cas importants

1 h
ou> 7 donc R7! < 7 = R3/7
pression constante dans une section, décollement possible, pas
d’influence amont

1 h
== . L= R1/7 - h= R—2/7 s == R—3/7
*tTa )

décollement possible, influence amont d’étendue RY7



Analyse réguliere détaillée
yu = 3 — PG(X)

~_
Ll //M‘QW ’

be H=1
777777 / W 7777

yi=—;5+ePF(X) e

Yy

Etendue longitudinale de la déformation

X = x&*

Petit parametre

e=Rm

Contraintes

e probleme de perturbation singuliere si & < m

e probleme de couche limite si pente de la bosse telle que
B+a>0

e termes visqueux et inertiels du méme ordre si 3 = m — «

e ¢épaisseur de couche limite = ¢
dans la couche limite 1y = O(eP)

décollement possible si la vitesse est d’ordre &f



Développements réguliers

e Dans la couche limite

U
V
P_pc —

e Dans le coeur

"B (X, Y)
8(2171—1—06) /3‘/1 (X, Y)
8(2171—206) /31)1 (X, Y)

Y = (y+1/2)/é

U = ug(y) +du(X,y)
V = &™0(X,y)
P_pc —

Raccord sur la pression assuré.

Equations
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Y
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0X dy
MO% =
0X

_Dghm—ay 4 €(2m—20é)/3p1 (X, y)

0°U;
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Cas significatifs

uo% + z;lc;_t;@ — _SZ(mw)/Br%
uo% _ _52(171—40()/3—1*86_1;1
e 5ir < 2(m3— %) solution non triviale dans le coeur
Hy = A(X)C(li—b;o ;U1 —j—?}uo
«Siy— 2(171;40()
RO
0X Yy
p1(X,y) = Pu(X) + A,;(OX) (12y5 10y° + 14—5y - 1)
e Sir < m—a alors A = 0 (raccord sur u).

Point significatif «

|
N
=
I
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Couche limite interactive

Yu =
Y /
PP PPPPNNP) //% PP

—eG(x,€)

4 /7 ///W// /7 /

T\yl = —3 +¢F(x,¢)

Epaisseur de couche limite = ¢

Approximation dans le cceur

U = uo(y) +eulx,y,e)

V = €v(x,y,e)
2x
P—pe = —5 +eplxye)

Equations de Navier-Stokes

82

au Ua_u +u8_u_|_v% B _85_78p+ 1 82u+
“ox T oy Yox ' T dy dx R \0ox?

Jduv  dv dv < 0D

dy
82

)
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¢ (”a“’@)“‘oa - ¢ ay+7z(ax2+
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Nécessairement, s > r. Avec des développements généralisés,

on peut prendre s = r.



Développements généralisés dans le coeur

u = u(x,y,e)+---
v =v(x,y,€)+---
= pi(x,y,e) + -

Equations dans le coeur si on néglige les termes d’ordre

o1
O(¢, E)
8u1 avl o
ax Ty 70
8u1 duo o 8;91
Mo TSy T Tax
L0 9
Yox oy
Solution au voisinage de la paroiy = —1/2

1
U = —2]91011’1 (E—l—y) —I—Clo—l— <.
1 1
U1 = —Piox + 2P10x (E + y) In (E + y)
1
— (E + y) (2p10x + C10x) + - -

P1 = P1o E E Yy P10xx

Présence de termes logarithmiques, mais pas de probleme
avec la MASC.



Différentes approximations pour le cceur

Modele non linéaire

Jdu; 0vq

ax

€ (ul% + vl%) + uo% + 01%
ox dy 0x dy

0x

€ (ul% -+ Ul%) +u J0; —

Modeéle linéaire
8u1 87)1

ax Ty 7!
i1 dug  9Ip
Mo Ty T Tax
L0 op
Yox dy
Modele simplifié (déformations longues)
8u1 87]1 o
w oy D
d0uq duy
oy TUgy =0
87)1 8;91

“0ox Yy



Approximation uniformément valable

Variables de couche limite

N
+
<

Y =

| o

<

AN

Y —

N|—

M

Dans la couche limite, uy = O(e) d’ot1 r = 1 de sorte que ug +
eu peut étre négatif

U = uy(y) +eu(x,y,e)

V = ev(x,y,¢)

2x
P=pe=—5+ ep(x,y,¢€)

Approximation uniformément valable
u = U(x,Y,¢e)+ ﬁl(x, Y, )+ ui(x,y,¢)
v = eVi(x,Y,e) — eVl(x, Y, ) +v1(x,y,¢)
p = Ale)Pi(x,Y,¢) + A(e)ﬁl(x, Y,e)+ p1(x,y,¢)

Conditions aux limites
Y >0 : U —0, V1 —0
Y 20 :U; =0, V=0
Le long des parois
Y=F(x,¢e) : ug+eu=0,v=0

Y=G(x,¢e) : up+eu=0,0v=0

soit

F(x,e) : ug+elh+eu; =0, eVi+0v1=0

Y
Y G(x,e) : ug+elly+euy =0, —eVi+0v,=0



Modeéele de couche limite interactive

. 1
Equations du coeeur, seuls les termes O (E) sont négligés

U = u(y) +em(x,y,e)

V = evi(x,y,¢€)
2x
P—pe = —7% +epi(nye)
8u1 801
it Tt Y
dx 0y
L R B L |
Pox T Moy Yox ' 'dy o
e (00, 00 du _ dp
L ox 18y “ox oy

Equations de couche limite généralisées

u = U(x,Y,¢e)+ lAl1(x, 17,8) + u1(x,y,€)
v = eVi(x,Y,¢e) — 8171(x, Y, ) +v1(x,y,¢)
p = Ae)Pi(x,Y,¢) + A(e)ﬁl(x, 17,8) + p1(x,y,¢€)

D’apres I'équation de quantité de mouvement suivant y

A =g
Termes visqueux et inertiels du méme ordre
g=R"'3
ou dv _ g
ox 0y
€ Ma—u+va—u ua—u+v%__ai91_|_1azu
X dy "ox dy =~ 9x TRoy2



Autre forme du modéle

On pose
U = up+eu
0 = €v
. 2X
p1 = _§+8P1‘|‘Pc

Equations de couche limite généralisées

on w0

dx dy

Bu _0il opy 1 0%
FOr =~k

“ox By ox  Roay?

+ équations du cceur
Conditions aux parois

u=0 ; 9=0

+conditions de compatibilité entre la solution du cceur et la
solution des équations de couche limite généralisées.



Modele simplifié pour le cceur

a(ﬂl — UQ) X 851

0x dy 0
uoa(ulax o) -1—2712—1/;0 =0
UO% S <ﬁ1+2—x)
0x dy R
Solution
1 — Uy = A/(X)%
dy
771 = —d—AMO
dx

. 2x ~ d?A (v ,
Lt = B(x)+@/0 up(n) dn

Modele tres avantageux numériquement



Méthode numérique

On pose
U = up+eu
0 = €v
. 2X
p1 = _§+8P1‘|‘Pc

Equations de couche limite généralisées
o 07

B0 o0 9P 107
dx dy  dx Ry?

Equations du coeur (modele non linéaire)

dil; 07

ST R

dx  dy
- 8111 - 8111 . Bﬁl 1 dzuo
Moy Ty T Tax TR ap
_9d0;  _d01 I
wi== + 01@ T,

Conditions aux limites
paroi : #=0 ;, 7=0

Conditions de raccord




Conditions de raccord

Equations de continuité

i, 95,
ax Ty =0
on v _
ox dy
d’ot 5 5
5\ — i) @(U—Ul) =0

Le long d'une ligne (arbitraire) ¥ = y¢, on impose

0(ye) = 01(yc)

d’ou les conditions a imposer pour les équations du coeur
Ye 8(152 — 17{1)
| ox

paroi inférieure : ¥1(y;) = — / dy
y

paroi supérieure : 71(y,) = — /
Yu ox



Méthode simplifiée pour la pression : technique numérique

On a posé
i = uy+eu
0 = €U
1 = —2—x+8 +
p1 = R P1 T Pc
Solution dans le cceur
~ duo
_— _ Ao
i1 — Uy (x) dy
0 —gu
1= T3 "

. 2x d?A v ,
prtg = B+ 55 [ udn) dy

B (x) est ajusté a chaque pas pour respecter la conservation
du débit dans le canal.

Calcul de A
Avec 7(yy) = 0, 1’équation de continuité donne
Ye Ot
0(ye) = — _
y, 0X

On impose 71(y.) = 9(y.) d’ou

y, OX
Or _
0 —d—Au
1= g Ho
d’ou




Comparaisons aux développements réguliers

Cas 1
1/7 —2/7
]
Ro Ro
Lo = 2.236 , hp = —0.5
Cas 11
1/4 —1/4
]
Ro Ro
Ly = 2.236 , hp = —0.5
Cas II1
1/7 —2/7
L= Ly | | h= | X
Ro Ro
Ly = 0.707 , hg = —0.57
Cas IV



Comparaisons aux développements réguliers
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FIGURE 30 - Cas I



Comparaisons aux développements réguliers
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FIGURE 31 - Cas II



Comparaisons aux développements réguliers

FIGURE 32 — Cas III



Comparaisons aux développements réguliers
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FIGURE 33 - Cas IV



Résultats
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FIGURE 34 - Déformations symétrique et antisymétrique des parois. R = 1000.
NS = Navier-Stokes, IBL = Couche limite interactive

Déformation des parois

h 2
Paroi inférieure F = EI (1 + cos %)
h 2
Paroi supérieure G = —?” (1 + cos %)
—2<x<2 L=14



Ecoulement produit par un coude
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Ficure 35 - Ecoulement produit par un coude. R = 1000. NS = Navier-Stokes ,
IBL = Couche limite interactive
Déformation des parois
.. . hl 27TXx
Paroi inférieure F = — |1+ cos—
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Elargissement - Rétrécissement
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Ficure 36 - Contraction et élargissement. R = 1000.
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Ecoulement dans un coude
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Ficure 37 - Géométrie de la conduite



Ecoulement dans un coude
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Ficure 38 - Coefficient de frottement EfRe. R. =5, R, = 10000, u = R}/3/R,
ligne continue : Navier-Stokes, pointillé : GIBL



Ecoulement dans un coude
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Ficure 39 - Coefficient de frottement EfRe. R, =5,R, =100, u = R/3/R,

ligne continue : Navier-Stokes, pointillé : GIBL



Ecoulement dans un coude

bend’s inlet bend’s middle bend’s outlet
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c
ricure 40 - Coefficient de frottement EfRe. R.=5R, =10, u = R/3/R,
ligne continue : Navier-Stokes, pointillé : GIBL
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Ecoulement dans un coude
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c
ricure 41 - Coefficient de frottement EfRe. R.=5R,=1,u=R!3/R,
ligne continue : Navier-Stokes, pointillé : GIBL




Ecoulement dans un coude
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Ficure 42 - Etude de 'influence amont. 100 < R, < 10000, R, = 5



Conclusion

— Justification rationnelle des méthodes de couplage fort grace
aux développements généralisés

— Approximation uniformément valable. Pas de probleme de
raccord asymptotique.

— Prise en compte des conditions aux limites exactes

— Extension de la validité des résultats a des « petits para-
metres qui ne sont pas petits »



